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I 49 vl c. .

§mnmat1& van Eulerﬂ

§ 33& methode der divergente enk:elvoudlge integralen.

Indlen of> 0 en {5& O vaste getellen voorstellen, is de som
o

Vwaari.n'sné s Voor «grcte positieve waarden van w in eerste benadering, :
gelijk azn : '

Biepergaarzd onderzoek leert, zoals we hieronder zullen zien, dat voor
grote positieve w de som gelijk is aan de genoemde integraal vermeer-

- derd meu een asymptotische reeks in ;;33 dvg

o
£m fr!
(1) Z'ﬁe .-V... (E-f) '°‘ *Z_ckw
Wl;} kunnen drb resul‘baa‘t aflelden door dmec‘be toepassing van de som-
‘ matlefamule ven Enler, maar het beW13s wordt dan ingewikkeld en de voor
de- canstanten €|, gevonden uitdrukkingen zeer gecompllceerd De mOEill:}k-—
~ heid zit hem &a.arm dat, tengevolge van de factor :xp y de h- de afn
,gelelde ven. ag‘g g voor h —»ee niet asympto‘b:.ach tot nul
~ nadert, b@ha}.ve in het speciale geval, dat p geheel is.
Volgenﬁ de eerste grondfa-rmule van § 1 kuwinen we schrn.,)ven
’ {23 Z_ “"r({s ) Pimj %La)l[x.
; st : L
,'mdz.en vear {5 = Q het rechterlld met : veminderd wordt hierin iig
(3) “ «-&x"‘ . S

Q mwmamwe g(x) n&a.r cplimmanda maekrten van £ =-‘  , |
‘:‘7‘“‘)" c‘@x; Z(~f) [ ﬁ*nlx)}x

n aomeren we formael, dan vw&en we

th : -—h‘ Y

P+db4

n w__a.t wa ;mist he‘h gm«ie antm}ord krl;}gen._
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Algemeen zullen we een betekenis %oekennen aan elke integraal van de

ged aante o

(5) J f\‘té") %(1 AJL
R
woarin de functies p, (x) en g(x) aan de volgende voorwaarden voldoen-

1. De functie p;{x) is een Riemann-integreerbare functie met de pe~
riode 1 met de eigenschap

[ heda <o

2 Ex bestazt cen ge‘tal b > &, waarvoor de integraal

dac
sonvergeert, J fb'm glﬁ

3. Voor x2 b is g(x) te schrijven als een som van een elndlg aantal
functies g(x) = g,(x) +...+ g, {X) en er bestaan evenveel gehele getallen
k2 0 zodanig dat gu(x) voor x2Db een k, -de afgeleide bezit, die voor
x->0ca tot nul nadert en van b nasar o absoluut integreerbasr is,

Z:z.:)n deze voorwaarden vervuld, dan kennen we als volgt een betekenis
san (6) toe. :

" Wordt voor hz 2

M - J . ,wdu “0y
gesteld, waarin ¢, z0 gekozen Wordt dat .
(8) g Mtz}dx «0

is, dan zijn de func'bles p, (x}, o, (x),..., zoals we in § 1 gezlen hebben,‘
periodiek met periode 1, dus begreﬁéd Win geven nu. aan (6) de waarde

(9) ﬁr k_, U” !
| J ,wgmatuf.}i(-l) '{L;.,,, g +Z.L~ J’ﬂ cx)%/b (x}dx

Elke in de laa'tste 'berm voorkomende :.ntegraal convergeert omdat van de ,
integrand de eera’ce factor 'begrensd de tweede absoluut in’tegreer‘ba&r :Ls,

._ - Deze uitdrukking kom‘c m.e'b zo maar uit de lucht vallen, want mdien
de :.n’cagraal ot ~

j Maagmdx L ,_Z J ‘p;m %ﬁmax

“';c»onvergeer’t en de 1aatste inﬁegraa.l k maal partieel geintegreerd wcrd'b v
_dan krijg*t: men uitdrukking (9) ' tenminsta als ‘men. de bladragen va,n ‘het
fjfoneindige wegla,at.,_ ;.;}« , e e .

j'f‘,Dccr b tat a te lat&n nadaren, vindt men dat

j ‘tloim a{u) dll

;‘f:‘,;g.elijk is a.an i
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bosg B h:e ‘h"a )L
(103 L }
| 4%_’&:) j ﬁ e ) G & @) dx

sangenomen dat deze m 1ntegralen convergeren,
| Bovenstaande definitie is alleen geoorloofd, indien bewezen wordtb:
. Uitdrukking (9) is bij gegeven a en bij gegeven functies P, (0) en
g(u) ondubbelzinnig bepaald, dus onafhankelijk van b, onarhankelijk van
de manier, waarop g(x) voor x2b gesplitst wordt en ook onafhankellgk van
de keuze der getallen k, ,..., X
2, Indien de integraal (6) convergeert dan is zijn waarde gellgk aan
(9).
Voor het bewijs van deze twee beweringen heb ik de volgende hulpstel-
ling nodig, < ‘
- glemma: Zij g (x) (G = 1,...,8) voor voldoend grote bestaanbare x min-
'4"Etens ks meal differentieerbaar (k.2 0), zodanig dat bij oﬁhegrensd apn-
:  ‘groeiende X de k ~de afgelelde van gaix) tot nul en |

11) Z 3

e = % “] Phe z"‘) ‘éc‘@‘) .

tot een aiﬂdige limiet nadert, Hierin stellen pz(x),,.ypkr+rl(x) perio~
dieke functies met de eigenschappen (7) en (8& voor, | e

~ Dan is de genoemde limiet mul, ‘

e Voor het bewijs duid ik met k het grootste der getallen k,,...kS aan,

E gIDe bewering is evident, als pl(x) identiek nul is, want dan zijn alle wf :
 functies p, (x) voor hz2 eveneens identiek nul., Ik zal nu yverder veronder-
'fxstellen, dat p,(x) niet identiek nul is, Tevens zal ik’ k> 1 vercnderstel~
‘l;en omdat anders de gom (11) leeg, dus nul 18,'en de bewering derhalve i

evident 1s,‘ ~ , . ; ! eh A

”‘, 2ij a een veranderllgk getal, dat onbegrensd aangrealt Omdat de gr»dg
o afgeleide van ga.(x) voor:x~sc», $ot mul nadert, ken men aan elk .,f‘yf“

ﬂfjdezer getallen a een natuurllgk getal t tcevoegen, dat met a anegrensa

aangroelm zodam.g dat - R | o |

‘ gg (x)}

nezsaﬂk{t

g.b!
R ( (’H
N xQ %fi»f9




\ 4,
eoke uitdr, (14) L
Omdat het lmkerlld(’ﬁegrensd is, is dat ook het geval met

. -
b8 < ZZ 1) m.lmi Ry "’ “’”}u

G" -g . "vl

Men heeft

(13) n Y “‘: "
| qe9 iZ: e, (-§> ', ~
Hierin is | |

| akzwt

Cr ““"‘Z ) f“mb" ‘f’hw

waarin Zi_ bon)
*

4l =

(14) Pred 2 3o U.

' o ; k¢-§h+'t.'

Kiest men nu voor x de getallen a +at[m=sy ... k-1 , dan is we~
gens de periodiciteit {»Ma@x)é{uhﬂm ' ‘

zodat
r Yn-y

(15) : 3 zf Z (-..,r} ?*'k*a.m %m{"}
S i

=0

- onafhankeln,;}k van x is,

~ Formule (13) levert voor elk der k genoemde waarden van X een lzneau'e?f ,
betrekking tussen de k getallen CopeeesCi, + Deze k relaties 1everen '
en sy‘steem wearven de determxnant: gellgk is aan de de'berminant van

an der Monde ‘ o

I S SR e

0 1 2 .eee. k=1 |
o 12 L et
.attch.a-.....‘:.-.qu.‘ :

QQ‘QQQuthobobtnic‘cunqq

Met behulp van dezg betrekkmgen kunnen we derhalve de k ge‘ballen c'
 lineeir in de k getsllen q{asat,a} ~ Witdrukken met cocfficiﬁm% .
;‘gﬂie ,ul“cslui'bend va.,n r 'en n afhangen. Omd‘at de ‘getallen | :




K-z~

BZ' L..,)k f%q@‘) Cf}%¢~.(") -0

Omdat de continue periodieke functie pz(x) niet identiek nul is, be-
vat het interval 0¢ x¢ 1 een deelinterval waarin pz(x) steeds ongelijk
nul is, In det interval heeft de functie p, (%), die door integratie uit .
px(x) ontstaat, hoogstens één nulpunt, heeft P4(X> hoogstens twee nul-
punten enz, Het interval Os x¢ 1 bevet dus zeker een puntca' met

1’1(6){! o 1;4«9} #o} ........ ; ‘tbk(&?) /é.o

Ik kies ow a=msd) , waarin het natuurlijke getal m onbegrensd
asangroeit, Volgens het bovenstaande is dan voor r = 1,,.., kK -~ 1
| e b | | | .
Z_ ) 'fb\ﬁ,*i@) (Fk’_,b("mf&) —0 ,, ‘Vo.f)r m +> 0

=0

De keuze r = k=1 l.evert

f‘ﬁ) qk_,{maj o | s g, {m*«?}‘;oy :
b | |

= k-2 geef%t | VA ’
{\ﬁchfk—:.[mf&} — O dus cek-!l[m*“}) ~D ; ‘
enz. Efn ten slotte r=1 levert

hk(}g) Cf;(’m-r‘&}-.»o , ’ duS Cf, ém*n}}.»p
- In verband met (14) vinden we dus voor r=1,...k-1
A . | ’
(1 {z} ‘
(;.6) e Z o [+ ) o
k,.wa |

Bij onbegrensd aangroeiende x kunnen We steeds een onbegrensd aan~
Perociend getal m vinden met :

‘}m—& $x < Wf&i’l

: ‘Aangezien formule (12) dan met a-— tm+49’ ge;dt’, yindeg; we ‘WO@T.' 2 | e
h’"o 1'00.-& : g o ’

| De ee‘rste term in deze ul’adrukklng nader‘t; dus Wegena (16) “bo‘fs nul an é.-az:e
\,_"'eerate term 3.s (fhﬁﬁl) s dus Erpari e




(17) (?h(&) o0 : ' (H=t142, veik)s

Gegevcn dat (14), die gcllgk is aah

Z e Prnld ¢

bij oﬁbegrcnsd aangroelende x tot eeh Olhdlge limiet f nadérts Formule
{17) lecrt ons, dat elk der termon met h=132y.003% Yot nul nadert, zodat
de ovcrbllavende tert pﬁ(x)cy (x) eveneshs tot 4 nadert; De continue
functie p, (%) die bij integratie vah 0 hear 1 nul QpleVGrt; is tussen
0 en 1 ergens nul‘ Wij kuhnen dus x 20 onbbgtensd iaten eangvoeien; dat
b, (x) steeds nul is, Daaruit volgt -

Na deze hulpstellihg is het vrij gemakkcllgk om %e lateh zien, dat
(9) bij gegeven functies p,{x) en g(x) en bij gogeven &6 ondubbelzinnig
bepeald is, Vooréeréf merken we op, dat de bij de definitie ven de di-
vergente integraal J fL@Q %@0 iy

gsnocmde voorwaarden blleen gelden, als b door ech groter getal ¢ wordt
vervangen., Bij die Vervanglng wordt uxtdrukkxng (9) vermeerdcrd met

®
I W‘zwi“*éi i mm% .

‘(18)

‘ f‘k a.ur) %ha' .i Z ( dkﬁ} 4‘& .”ff"}s @U dx =0

zoals uit particle integratxc bll;kt Ultdrukking (9) ik aub nnafhanke»
~ 1ijk ven de keuze van b
Nu gzen we na, wat er gebeurt) indleh we b nzct VCranﬁeren, mear i.p.v.
de splitsing g(u) = g, (W) +...+ gw(n) met de getallen k,yiisk,, dozeltde
of ecn andcre splitsing g(x) = 2 (x) +...+X, (x) mct dezclfde of andere
~f getallen k, 5...,k, gebruiken. Dan wordt uitdrukking (9) vcrmcerderd met

}L:&i

- i o
{ ' b~ “
‘ Zi (-;) b 1) -0 i 6-1) Mﬂa,) %}u o)
sy e o e o
| ‘\'Z{*’f) J fv& “L:n)?{y (Jc\dx Z(»b Sm “(x)% @ddl ; ’

,;~Je moetcn heW13zen, éat deze tocname nul l$.1~‘ o
; g Pascen We (18) twee maal toe, ecrst ln de oorspronkellakc vorm en var~ff
:~ ﬁvo1gcns voor dc nieuwe in plaats van de oude splitszng, den vinden we -
Ldear aftrokklng dat ultdrukklng (19) niet verandert, als daarln b &oor c 4?
: wardf vcrvangen. De uzt&rukklng (19) is dus gelzjk asan de limiet die we o
’ffkrijgpn @ocr b onbegrensd te 1atcn aapg;ggiggﬁigg ;@ g;g) ypgrkomcnde Anwj*
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tegralen nadercn dan tot nul, Vo'lgens de voorgaande hulpstelling, toe-
gepast met S=mtam is genoemde limiet nul, waarmeec het bewijs geleverd
is, Tevens is hiermee bewczen: Convergeert

fa b qlafd

dan is zijn waarde gelijk aan (9), want men kan in uitdrukking (9), zon-
der dat haar waarde verandert, m = 1 en k, = O kiezen,

Voor het nieuwe integraalbegrip gelden regels, analoog aan die welke
gclden voor het gewone integraalbegrip, b.v,
19, Bestaan de :Lntegralen

£ gl d o Nl 8
Ux i mL’p ) ) dx
dan bestaat ook de integraai

) he ] g+ el d

en laatstgenocemde integrmal is de som van de bside anderep.
2%, Bes*taat de integraal

. ) jﬂ hiiag gy dx

en is b>a dan bestaat ook de Inrtegraal

j LYC TN

en deze laatste integraal is gelljk agn de e.e.rate verminderd me'b
j b & dx
13

Voorbeeld: Voor O <% 1 em A willekeurig complex, is

o LETRN Y20 ) RN AR v
20 = : — AR I
(20} ‘,3[ /D,k{\.x) " el x -3 A-u -+ E

‘Tcor A = 0 wordt rechts de limiet 3 (o) - & * 3 1oz § pedoeld en voor
A = -1 wordt rechts de limiet 1 - ¢ - log d - 33. bedoeld. , | '
Het rechterlid is in het gehele A -vlak analytisch, Het lmkerlld

: f,oak. Dit laatste is evident voor A <=7 volgt dan voor R(’o uit
OQ

 >[,“"f'/°¢1"‘1?43““'d%': | __./,L(,y;(r __..(A«:)ffoz(x) w zq«

v”‘,"'enz. He*b is ons voldoende de evraag&e bekmkkmg m he'k ervla.k R)u ;
fta bem,jzan,Men heefﬁ dan Eihees . S

il

s I )dx + Af P(x) x*"dx.




